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Zur Berechnung
der Mairizen beim Wasserstoffatom

VYon W, Gordon

Fiir die Matrixkomponenten der Koordinaten z, y, z sind
von P. Epstein?) fiir das Wasserstoffatom bei Separation in
Polar- und parabolischen Koordinaten (Zeeman- und Stark-
effekt) allgemeine Formeln aufgestellt worden, die im folgenden
auf einfache Weise (auch bei Beriicksichtigung des kontinuier-
lichen Spektrums) abgeleitet werden sollen.

§ 1. Die Eigenfunktionen
Sie enthalten die Funktion

k&
(1) w=e 2 SPF("“'”'y 7,k§),
wo '
vw"' .
’ (2) I F(w,;’,$)=§—;—77,

g, =a@+l)...a+r—1), e¢=1,
das aus der hypergeometrischen Funktion

(2]

@) Fepry= =k jal<t

»=0
vermoge w»% und lim > oo hervorgeht. (2) geniigt daher
der entarteten hypergeometrischen Differentialgleichung

a*F
dax*

® B+ — Oy — aF =0

1) P. Epstein, Proec. Nat. Acad. 12. S. 629. 1926; 15. S. 405. 1929;
Phys. Rev. 28. 8. 695. 1926.
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und w somit der Gleichung

a2 d
Eoer + 0 —2D) 7

k
(- EE Ly —p-n+plu=
@ B=k(L+ n).
Vermige des Eulerschen Integrals

I'o) T ®» _L Cea—171 __ a\b—1
Tarw ~7) s

39

wo stets %tb > 0, wihrend fir Ra >0, h =1 zu setzen und
geradlinig von O bis T zu mtegrleren ist, fur Ra <O,
§=e2=ie — 1 und die Integration von 1 mit args = 0 be~
ginnend um s = 0 positiv herum zu 1 zurtickkehrt (arg 1 —s = 0
fijr s =0), erhilt man mit e = ¢+, b =7 — « fiir

Ity N T+ [— ,
F(C(,{J’,}’,.’.ﬂ) = I"(Z:) I‘(::_i_:) ( f)(—w)
»=0

die Integraldarstellung

P ey B, 7,0) = r)—r’(a—)rl%——ﬁmfs“_l(l — et (1 — zs)~fds

h=1 oder h=e?=ic—1, di(e )die Reihe fiir | @ | > 1 fortsetat.
Mit s = —1—_}:_—]

W Febno) = srma—a 7 | Cra—aW T an

und daraus o

©)  Flonn = st [ Lk

Qo)

Die Integration geht fiir e >0 mit =1 geradlinig von
0 nach oo und fir Re < 0 mit ) =e27ic — 1

(so daB 1|§I(e) =e eI (1 —a)| 27:7,)

" yon oo positiv um O herum nach co zuriick, derart, daB
arg b = auf der negativen reellen Achse. In dem wichtigen
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Falle ¢ = —n, 1 positiv ganz oder Null, reduzieren sich die
beiden F auf Polynome und die Integrale auf eine Umkreisung
des Nullpunkts. Aus {4) und (4) resultiert die Darstellung
dieser Polynome durch erzeugende Funktionen (—7% statt &
gesetzt)

(=]
l-qg—onF By,

(l—h)y_ﬁ = 7! F("'””ﬂ;?’)m):
n=y
_ xh
e 1—h ca px "
= 2> e P
n=0y

Das Verhalten von F(e,7,z) im Unendlichen ergibt sich, wenn
man zunichst unter der Voraussetzung R e > 0 das Integral
(4), das dann von O bis 0o zu nehmen ist, in zwei Integrale
zerlegt: von O bis —1 und von —1 bis co, wo der Weg mit

R 1m+hh <0 in b= —1 ein- bzw. ausluft. Um die beiden
Teile eindeutig zu bestimmen, nehmen wir |argz | und
larg —z | <m und setzen fir h = —1 argh =« oder — =,

je nachdem 0 <argz <m oder —a<argz <0, d h je
nachdem # in der oberen oder unteren Halbebene liegt.
F(e,7,x) wird dann zerlegt in

oo

-1
zh
i o f i
= 2(F1+F2)—_F(a)_l’(y—(x)( + ) 1+ n an
-1

0
I'(y) {(__x)_afo;—z o1 (1 + ‘;—)y—a—ldaﬂ

STl y—o
0
(=<

+ z*—r e”fe—’ gy—e—t (1 — f—)a——l d 1:} s

@
0

-1
wo im Integral
/

xh

m:—‘[ (O<T<w)

substituiert wurde, was in der h-Ebene einem Kreisbogen von
0 bis — 1 entspricht, der in der Richtung des Vektors vom
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Punkt © nach dem Punkt 0 in —1 einmiindet, und im

Integral f
-1 xh
1+h
was in der A-Ebene einer Geraden von — 1 in der Richtung
0>z entspricht.)) Setzt man die Mellinsche Formel?)
1 1 ey IT'a—sz5ds
L+a® 2nif IT@

—i00

=z—7 0<7<00),

, jarge | <@

mit 2 = % und e =e¢+ 1 —y in das Integral fiir F, ein,

indem man die Integration iiber z vermodge der Integral-
darstellung die I-Funktion ausfiihrt, so wird

B _ @) ) (-~
2 'Ly —a) L +e—yg) 274

L6 I +a—y—8e—s)wds.

Der Integrationsweg 148t die Pole von.I'(s) s=0,—1,—2,..,

Iinks und die von I'(1 + ¢ — y — §) I' (¢ —s) rechts.?) Analog
1;‘2 . 1"(‘7) . ma——y 691 . .
TQ LFeoly—ldl—e 2ni

. fl“(s)]”’(l —a—8)I'(y— e — §)(—zyds.
Diese Ausdriicke fir F, und F, sind unabhingig von. der
Voraussetzung R e > 0. Schiebt man den Weg itber die N

1) Man denke sich den Weg durch einen Kreisbogen von groBem
Radius zu b = o zuriickkehrend, der wegen R(y — o) > 0 keinen Bei-
trag gibt.

2) Wenn man fiir | 2| < 1 den Weg iiber die Pole s=0, —1, —2,...
von I°(s) schiebt, bekommt man die Binomialentwicklung von

1 _ o lfetn=a"
(L +2)% 207 @) »!
3) Dies ist mdglich, falls ¢ und 1 + « —y nicht negativ ganz sind,
in welchem Falle die Reihe (5) abbricht.
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ersten Pole von I'(s), so gibt der Residuensatz die asympto-
tische Entwicklung

6) 5 =T()(—a{

mit dem Restglied
RN (“7 7 x) =

N
1 (L+e—p),e,
L'y — o = P (—m)” + RN(“: 7 m)}

sinn(y — o) 1
I'@2in? o *F?

-fF(r—N—ﬁ) I'(l4+a—y+ N+ F—2) e+t N+ —1) v de,
Tiee ‘ 0<d<1,
so daB lim |z|¥By=0 fiir [z|>o0. Analog

N
7 el L S w0,
| E = Tere (g e

) v=0

+ RN(V’_' o Y, _‘x)} .
Schiebt man dagegen den Weg iiber die Pole von
I'l4ae—y—8)Le—s) bzw. I'(l —a¢—8)I'(y —a—s),
so ergibt der Residuensatz die Entwicklung von % = 0 aus. Im
wichtigen Falle y =1 4 ¢, g positiv ganz, sind diese Pole
doppelt?) und es wird

1 — e-_l-2:n'a

I' F1=i s (D(“ﬁ':m)‘l'F(“;?’:w)
(6) +2xzia
l F2=i—1%?:—(p(a,y,x)+F(a,;',x)

mit

' g - 11a~9 T @—g),a”
—_— g-49g = : &=y

(D(aﬂ/; :12) = 1 - o, 1-g,»!

y=0
(6) + D g (et —po+ D)=y +g+ 1)
y={ v
+ Fe, 7, @) (lna: + -;icotg 7T o ?’1})),

1) Die Entwicklung von i"(z) an einem Pol z=—n (r=0,1,...) ist

—1p (1
I = (m) {H—n+w(n+1)+...},

an einer reguliren Stelle z = a . o =
ITe)=Teijl+ez—aw@+...}, w(z):-—l_,—((f))—-
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wo Y (2) = 1’, (()) und das obere Vorzeichen fir 0 <argz <=

und das untere fir —m < argz <0 gilt. @(¢,y,2) ist ein
zweites, im Nullpunkt singultires Integral von (3).
Die Eigenfunktionen in Polarkoordinaten

¢ +1y =rsindeiv, z=rcost
sind

Vo im = Ly COSHETX, )
(n, radiale, 1 =0,1,2,... azimutale, m =0, &-1, +-2,..., &1
magnetische Quantenzahl). Fir X gilt

X ax 2 1+1) 2\ v
dr2+2—cf7 (—k’l‘— r +~—)X-—0

a
(a = 47‘27;;82 = Wasserstoffradius,

k= ——1/ 2mE, E= Energle)
d. h. (8) und (8") mit
M §=2r, y=21+2, p= l,
(@) B=Rl+14n)==-
~ Daher nach (1)
®) X, 1 =eF @20 (—n, 21 + 2, 2k 7).

Fiar E < 0, diskretes Spektrum, sei k > 0. Die Kigen-
funktlonen haben der Bedingung:

n =7LT’

f r? ‘{2 , (n)dr existiert
g ,
zu geniigen (vgl. 15”). Daher mub nach der asymptotischen
Entwicklung (5), 5) n,=0,1,2,... sein. (7) ist dann die
Balmerformel.
Fiir E >0, kontinuierliches Spektrum, sei k= —1 s, 2 >0.
An Stelle der Eigenfunktionen treten hier die Eigendifferentiale
die sich auf ein Intervall des Spektrums beziehen. In unserem

Fall sind diese Differentiale in der x-Skala f Xa, () d 2,

wo Ax das Intervall ist. Die Bechngung ist Jetyt

, f re (A ! X%,,z(r)dx) dr existiert (vgl. 157).

0
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Es ist n, = —i——l—— 1, also komplex. Die mit F, und F,

gebildeten Funktlonen X® ynd X@ lauten nach (5) und (5
asymptotisch

I

@I+ 1l-e 2%
1‘(l+1j:x7’—a) rattl

In2uxr (38T )
—

+1i (nr-i-
e 2

® xO-

ein- und auslaufende Kugelwellen, die sich zur stehenden
=1 (X‘l’ X®) zusammensetzen. Die Eigendifferentiale
nehmen wie 1/r? im Unendlichen ab und geniigen daher der

genannten Bedingung.
Die Eigenfunktionen in parabolischen Koordlnaten

2

Ty =Yk, ei?, z=_ii—%—l’; sind
"l’m ng,m = e”’“PA"n ""(2'1) Aﬂz:’”’-(z’z)
(n,, n, parabolische Quantenzahlen). Fiir die 4, gilt
%22 m?
‘dl‘—l-dl "‘( _Txi"”ﬂf)A—
1
ﬂl + 8, = !

d. h. (8) und (3") mit
©) §=ln 7={’m’l+17 p=l_.’g‘1'7 n=1n, ﬂ ﬂ;y
9 BitB=k(m|+1+n +n)=="-
Daher nach (1)

By Iml
(10) dom(y=e 24 F(—m,|m|+1, km
Fir k > 0, diskretes Spektrum, muB

ff/lﬂxm A2 () (g + ) AR, A,

existieren (vgl. 16"). Daher nach (5) (5') n, = 0,1,2,... (9) ist
dann die Balmerformel.

Fir k= — i, kontinuierliches Spektrum, muB R(n, —n,)=0
sein, damit A, w(1,) 4= (@4, wie 1/r im Unendlichen ver-
schwindet, d. h. nach (9

ilxa — -1 . 1
(1) ny == lzlnl—izc bzw.  fy =+ %,

Annalen der Physik. &.TFolge. 2. 69
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wo ¢ reell. Es wird dann asymptotisch nach (5) und (5

)] 1. 2 (..na )
Afl), n ) = ZIIZL l+81
1’( 5 :i;z( -i-C))
(10,) 2 2xa
o (2 4 (g et - 2L
jmi41
7.11"& 2

Diese beiden fortschreltenden Wellen setzen sich gemif
A, m(Ay) = ) (A,(i)m @) + Ai)m (,}’2))

1) .
zur stehénden zusammen. Bei Af:m (,) ist in (10%) A;, ¢ mit
2,, —¢ zu vertauschen.
Die Rigendifferentiale in der x—¢-Skala sind

Apn) AnymR)d2d .

2?

Ax AL

Sie nehmen wieder wie 1/r? im Unendhchen ab.

Es ist fiir das Folgende wesenilich, daffi wir auch Funk-
tionen (8) und (10) betrachten, bei demen (77) und (9) micht
gelten, die also keine Figenfunktionen des Wasserstoffs sind
(@ variabel, statt konstant)

§ 2. Die zu berechnenden Integrale
Fir die Intensitit des bei einem Ubergang n->n’ aus-
gestrahlten Lichtes ist mafBgebend die Stromdichte

8= m (‘#n’ grad. Y — Yn gradqp’;,),

wo 1, und v, die zeitabhiingigen Eigenfunktionen oder -diffe-
rentiale déer beiden Zustinde sind (* = konjugiert—komplex),
die gemiB

(12) [lwrav=1, dv—dzdyds
normiert sind. Das Vektorpotential in groBer Entfernung ist

bei Vernachlissignng der Retardierung proportlonal zu f 8do
und die Feldstirkenamplituden daher zu f Wt—dv' “Aus dem
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Erhaltungssatz der Elektrizitit einerseits und der Schradinger-

gleichung
h Oy h?
2at 51 = Fom AV + 4 =7

andererseits folgt

88, _ e % .
Bt aﬁ s @ ‘z"“‘/’“’)'l‘d”( 6t) == VY — AV,
Wwo :
B3y )
T, = o (5 gyl
a nl - a,‘p-);’ " Gwn)
+3a grad v, — , grad 70 — Ww grad T )

die Schrodingerschen Spannungen!) sind. Da die Eigen-
funktionen im Unendlichen exponentiell und die Differentiale
wie 1/r? gegen Null gehen, verschwinden bei der Integration
itber dv die div und es resultiert

03, ot
(13) f dv dtsz"pn",un’ dv = — m_o 7‘3 wn’lpﬂ/ d?J,

was nichts anderes als die Bewegungsgleichung ist.
Nun konvergiert das Integral

x *
qu,,qpn,dv

bereits iiber die Elgenfunktwnen und fir die Intensitit
kommt daher
% Yn Y AV

in Frage, wo jetzt w, s die Eigenfunkiionen sind, multi-
pliziert mit den infinitesimalen Intervallen Aa des kontinuier-
lichen Spektrums (wenn Zustinde derselben vorkommen), falls o
die kontinuierlichen Parameter zusammenfaBt (x bei Polar-,
" 2 und { bei parabolischen Koordinaten). Ferner ist das Inte-

gral (12) im konfinuierlichen Spektrum, falls  wieder die
Eigen funktionen sind, _

»f:la{fdv qp(a)f:p?a’)da'} = Aafdv w(a)fqp*(m’)da'-,
- a12a<a2, da=a, —a,, l

1) E. Schridinger, Ann. d. Phys. 82, 8. 265, 1927.
69*
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da das Integral -in {} konvergiert und unabhingig von der
GroBe des Intervalls Aa ist. Durch

L gl do wit 'fdv ¢(a)f¢*(¢',da')=1

fir das kontinuierliche und (12) fir das diskrete Spektrum,
unter 1 die Eigenfunktionen verstanden, sind daher die Ampli-
tuden pro YA« und damit die Intensitit pro da des konti-
nuierlichen Spektrums gegeben. I

Der Schritt (14) von

L payde m [wynyldo

fir Bigenfunltionen « ist ohne weiteres ausfihrbar, wenn
mindestens eine der Funktionen dem diskreten Spektrum an-
gehort, weil wegen deren exponentiellem Verschwinden der
Tntegrale iber die div wegfallen. Sind aber beide Zustinde
kontinuierlich, so zerlege man, falls % >/, in , die Funk-
tion F in F, und F,, d.h. X in X® gnd X® und die 4
in A" und A®. Infolge dieser Zufallung des 1, Desteht

. wh dann einmal aus Teilen @) wit F, und Teilen (II)
mit F,. Nach (8) und (10 verschwinden - wegen x > % die
Teile (I) auf einem Viertelkreis mit unendlichem Radius von
der positiv-reellen zur positiv-imaginiren Achse der kom-
plexen r, A, oder A, Kbene, die Teile (@) auf einem solchen
Viertelkreis zur negativ-imaginiren Achse. (Fiir 2 < #' wire
‘analog i zu zerlegen) Im Nullpunkt dagegen wurden jene
Teile unendlich gemdB (6), (6). Daher konnen wir in

-f—sqpnqp:,dv

die Teile (T) von & > 0-geradlinig nach & + 4 oo und-die Teile (IT) -
 yon & nach & —4 oo integrieren und hiernach zu lime=10
yibergehen. Dann gilt fiir die einzelnen Glieder, in die

—;—wn % zerfallt, wieder (18), da auch die mit I, und F, ge-

bildeten ¢ die Schrodingergleichung erfillen, die Eigenfunk-
tionen im positiv- bzw. negativ-imaginir Unendlichen exponen-
tiell verschwinden und ihre Summe fiir lime = 0 im Nullpunkt
Nall ist.
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Es handelt sich also um die Matrizen
(14) & = f T Yol do
mib _
(14’)[]1{1[%@ =1 bzw. fdv ¢(a)f¢*(a)da’= Lo <a<La,y,
@y

wenn die  stets Eigenfunkiionen sind und das Integral (14)
im geschilderten Sinne genommen wird. Aus diesen Mafrizen
berechnet sich die Intensitit pro Intervall des kontinuierlichen

Spektrums jedes Zustandes.
Die polaren Matrizen sind (nach Integration iiber ¢ und ¢)

7’ L, m . 1. /dxm—-1d+m n,l
[ m"r’r Ll mrl = E B ]/ Ql+1)RI-1 Gn,',l—l’

(15)
l St b _ ]/ t+md—m n, 1
n/, -1,m - 21+ 1) 2l-1 n/ -1 ’

n’, -1

(15) O L, = N, hN @, L= 1) [0 X, 10) Xayrs ()
0

N-2(n_,1) =fr2X;",r,(r)dr bzw.
o
g R
lim | d x’frz X1 (1) Xpy (M.
R=o00 oo b
Unter X sind die Funktionen (8), wo zwischen k, I, n, die
Relation (7)) gilt, zu verstehen; sind beide Zustéinde kontinuier-
lich und # > #, so ist nach dem Gesagten in (15°) das Integral

(16%)

gtioo

: 1
lim {5 X8 0) Xay, ia )
¢ le+i co
+ Tf 73 X‘fjl () Xa 11 (r)d'r}
gemeint. :

Die Matrizen fiir den Sprung -1 4 1 ergeben sich wegen
der Symmetrie in den beiden Zustéinden gemif

n I m n ! I+1mFL 2, 1l m nSl+im
T = r ks S T
nfl+1imFL xnr [ ! Zn’_’ I+1im n,1 m
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aus den Matrizen (15). Die y-Matrizen endlich unterscheiden
sich von den z-Matrizen um einen Faktor 4+ 4.

Die parabolischen Matrizen sind (nach Integration tiber g),
fir Ay, m(dy) An,m(Ay) kurz A,(n;, n,) geschrieben,
[ g2 ™™ %Nm('n1 n) N, (n,'n,)

2y ng' m—1

: f f VAL 2 (4 + 2,) (4, (ny o) 4, () m,)dA, dd,,
0 &

(16) falls m=1, so daB |m — 1| =[m|—1,
My Ny M 1 r ’
nindm ?Nm(w'lln’z)Nm(”l )
ff(}‘i —43) 4, [y no) 4, (1, ) d 2y ddy
L [V ] -
’mEO,

16)  NEeym) =3 [ [0+ 1) Aamn)ddda,,
000 - ’

A sind die Eigenfunktionen, gebildet aus (10) mit den Rela-
tionen (9) bzw. (11) fiir n,n,; sind beide kontinuierlich und
% >, so ist in (16) die Summe von 4 Integralen gemeint,
die durch die Zufillung von A, ,(,) und A, .(4,) in ihre
zwei Bestandteile entsteht.

Die z-Matrizen fiir den Sprung m—>m 4 1 ergeben sich
fir m =0 gemsB

T s = T

. aus den Matrizen (16). Die Matrizen fiir negative m folgen
vermoge

= ™ = T e g™ =
s, =, m=0, 2 =a  m=l

aus denen fiir positive m.
Setzt man

F By
1 JZ”.’) (n,n) =fe 7z geto B (—m,0 + L,k
0 cF(—n\o+1—1k§dE,
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so wird aus (15, (15")
(18) o™t NmuNmﬁ HJE2 m,n7,

’l 1 2141
(18) N‘2 Y = 5I50 to.n)
und aus (16), (16
. w:l ::'::—1 N wM ) Ny (1, 7)
" | (T e TP+

z:i,::,: = % My nz)N (n," 1)
: {J(‘a;;zc[) (nym )J(O 0)(7"271'2')'—' '}7

19 Ny = +{ I @y n) I 0y mg) + -},

(m]

wo der - in {} Wiederholung mit Vertauschung der Indizes 1
und 2 bei den n bedeutet.
Bs handelt sich also um die Berechnung der Integrale J.

§3. Reduktion der Integrale J 9 guf JOO
Die Reaktion in = geschieht mittels
—1 .
Flayn=""2(Fay—1,29—Fle—1,7-11);
der Koeffizient von #”/»! rechts ist namlich

1
T @)~ = D) ==
Wiederholung gibt
Flayy,a) =202 (pyy = 2,0)— 2F (@ — 1,7 — 2,9)
. +F(a—2,y_2’$))_

Wendet man dies in (17) auf F(—mn,9 + 1, k&) an, so er-
halt man

Ty = L (S ) =IO (0 + 1),
(20) J;"’ Dn,n') = 9_(9]“_-;& (Jg’ig) (m,n) — 2J ("Lg) n + 1,7

+ J("’ (n+ 2 n))
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Es bleibt mithin noch die Reduktion von
J(Q"’ O (n, n') =jww'd§ mit
kE o+ a

(21) w=e¢ & 7 F(—me+1,kj
und w’, wo k&'n’ an Stelle von kn steht. Nach (3"), (3”) geniigt
(21) der Gleichung ’

d: d k2 -
@) EX0 4 —o)Te + (B L5y m)w=0,

+1

22) , 8, @) =k(9 )

Multipliziert man sie mit w und die fiir v’ geltende mit w
subtrahiert und integriert tber & von O bis oo (bzw. =% oo,

wenn in w F, steht), so erhlt man (nach einer partiellen Inte-
2
gration, wo der ausintegrierte Teil bei den Normierungsfaktoren

des kontinuierlichen Spektrums nach (15”) und (16°) zwischen 0
und R zu nehmen ist)

, d d
[5(20%—10[;2) oww] +2afw ag
F2—Fk 1 o
i O)(n,n’)—}—(ﬂe—ﬂe’)Jz O m,n) =0,

wo kurz g fir ¥ (% + n’) geschrieben ist. Mit

dFa: 3 ® )
__%.:_m_(ﬁ'(a-[—l,y, ) — F (e, 7, %))

(der Koeffizient von #*—/v! rechts ist nimlich
a, (¢ 4 7) _ e, vo,
7y T T )
wird die Ableitung von (21)

dww . et ia
w : 2:
o0 = Jwm) — Fum—1)

und daher

2f DA =—FI"O@n) + (o + o + 2m)

. J;""l’ % m,n) — 2n Jg’—l’ D, m'— 1).
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Dies eingesetzt gibt die gewiinschte Reduktionsformel
TR0 ) = A (W ot B, — ) T5% )
+olo+o + on') JE O, ') — 206 TEH O, m' — 1)
,dw dw') /B
-+ [§(wﬁ——w—ﬁ——) —O'wu)]o} .
Insbesondere fir ¢ =0, ¢ =1

[ I8, 1) = 25 {6, - 8,) IO O yw)

dw duw'
Elw — — w—— =
+[£(v-a7 —waE) e - 0},
A 4 4(—F+8,— 8,6, — 6,
Jf’O)(ﬂ':n): T — L2 {( kez_]:')z £ ¢
| +(+1+ 2%’)) Jg)’ O m,n) — 20 Jg” 0)(n,n’—1)} ,

wo in J®? der ausintegrierte Teil weggelassen ist, da er
nicht gebraucht wird.
Damit ist alles auf J*® zuriickgefiihrt.

(23)

§ 4. Berechnung von J® O

In
I& 0 n,m)

E+E k’

= [T Tg P~ o+ LEF(—n, 0 + L HAE

0
setzen wir fiir das erste F' die Integraldarstellung (4), fir das
zweite F' die Reihe (2) ein, so daB, wenn wir die Integrationen
nach § und nach % vertauschen, mit den Abkiirzungen

E-5k 2
(24) u=m7 v=k+k"
woraus ‘
(24,) k=1;“, - k,=1;}|—u
resultiert
EL+rw

n—1 ,  o(+hk gro
(0 0\(/,1 nr) Af\/‘h e . §
(1 + met

O O
(1) ks,

»=0
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wenn 4 den. Faktor vor den Integralen in (4) und (4) be-
zeichnet. :

Ist mindestens einer der Zustéinde diskret, so sei es k.
Dann ist die Summe endlich. Damit das Integral tber §
konvergiert, ist der Weg in & so zu fiithren, daf

1+hu Ktk +h( -k
%m>0, d. h. 15k = >O.
Ist & auch diskret wie k', dann ist der Weg in % eine Null-
punktsumkreisung, die so eng gemacht werden kann, daB die
Bedingung erfiillt ist. Ist dagegen k =-—4x kontinuierlich,
dann ist der Weg in % eine von oo ausgehende, den Null-
punkt positiv. umkreisende Schleife mit argh =z auf der
negativen reellen Achse, und die Bedingung wird erfillt, wenn
man auberhalb des K;‘eises um b =—14 %“— durch f=—1
bleibt. ,
Sind beide Zustinde kontinuierlich und # > ', so handelt
es sich um das Integral

-1 et+im @ e—im
m(J L)
Bs ist nach dem S. 1083 Bemerkten argh =— s fir b =~ 1,

weil £ = — 1% & den negativen Imaginirteil —¢¢ hat. Damit
~1

die Integraj,e iiber & konvergieren, muf} in f beim Einmiinden
0

in he=—1 %%<° und in fbeimAuslaui‘ER 1"fh >0
-1

sein. Damit die Integrale iiber £ konvergieren, mufl

EQ+hw . #t+x—(@—x)h
%m>9861n, d.h R —1+% >O

in f und < 0 in f A Es wird alles erfiillt, wenn A lings
0 -1

#tw—(x—xVh ‘ . inner .
Tt 7 = 0 heibit o uBerhalb des Kreises um

durch 2 =—1.

) R

v

h =

% —
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der negafiven reellen Achse mit dem arg = — m geht, was dem
Weg in = auf 8. 1035/1036 entspricht.

Die Integration iiber & ist elementar ausfithrbar und gibt
eine Binomialreihe mit dem allgemeinen Glied

AQ'I( )h‘” B R M AR el I an,

L+ h,u)e+v+l

wenn man zu. lime = 0 iibergeht und beide Integrale iiber %
in eins zusammenzieht. Die Reihe ist endlich, wenn k’ diskret
ist. Im Falle, daB beide Zustinde kontinuierlich sind, geht
das Integral von O nach — oo, und die Reihe konvergiert fiir

IL+Rj[vE] _ 1+ A1+ <1
|[L+hu] [1+ hul )

#— %
w4

was der Fall ist, wenn das wegen x > % negative u =
zwischen —1 und — I liegt.
Summation ergibt

—n—1 7 ny 4
Agm@“f h +1(1_’”(1+"’)”dk,
I+ hwe 1+hu
O

oder k durch % /u ersetzt und nach 24) kv = 14 u substituierf

—n—1
A olvetlyn— f_"_____(1 ) ah,
o1 u" (— w) 15 e -+ "
O

wo die neuen Integrationswege aus den alten durch Drehung
um argu (und VergroBerung im Verh#ltnis |#|) hervorgehen.
Ist k' diskret, so haben wir fiir diskretes k eine Nullpunkts-
umkreisung, fiir kontinuierliches k& = — 7%, ist, wenn wir in
u%];%;_:=621.arctg7’ 0<3;I'Ctg—]ii,-<i2r—
nehmen, wieder argh =4« beim Passieren der negativen
reellen Achse. Sind beide Zustinde kontinuierlich, so haben
wir argy = w (und arg — u = 0) zu nehmen; dann geht der
Weg von b =0 bis & = 0o mit argh = 0.
Fiir alle Falle ist nach (4

(@5) T )
= e—nin'g!,ve+1u“+"' F(_n? —n,o+1,1 uiz) ’
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wo urtn’ eindeutig bestimmt ist durch

®
24 arctg —
e ¥,

U = O<arctg—]:‘,-<%

fiir die Spriinge diskret-kontinuierlich und durch

g ’
s 7 — € — 7 .
U = ei= ars —— =0
A P

fir die Spriinge kontinuierlich-kontinuierlich.
(25) kann auf Grund der Relationen zwischen den hyper-
geometrischen Funktionén umgeformt werden. Mittels

@58 Flwfra)=0—0FF (y—abr 227

(man fithre zum Beweise (1 — z)h statt 2 in (4) ein) folgt

oty | 2870 ) = oo gt
.F(g+1+n, —n,0+1,1—u¥.
- Mittels 1) ,
Iy —e—
Fe,f,7,0) = Tt =B P (e et f—7+1,1-0)
TOLGHE-D 1 gryae
+ = Twrg 97

: F()/—Gt,;’—ﬂ, y_a_ﬂ‘l'ly 1_56)
folgt aus (25)

©,0 — (pN2petlgmin Ln—n) (e—img)o'—n
(Je (n,n) = (g})?vetle {f(g+1+n)1’(—n’)\e uyr—n,

F(—=m,o4+1 40,0 —nt1,u?)

(25 0){ I —mn
T T e =

(e—iaiu)n—-'u’

{ -F(—n’,g+1+n,n-n’+1,u2)}.

Setzt man in (25) fir F' die Reihe (2) ein, so konvergiert
im Falle, daB beide Zustinde kontinuierlich sind, (25) fir
1 < u?, dagegen (25b) und (25¢) fir 0 <u?< 1. (25b) ist

1) Vgl. E. T. Whittaker u. G. N. Watson, Modern Analysis,
4, Aufl. §. 291,
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geeigneter fir 1 —u?2< 1 und (25¢) fir w* < 1. Ist einer der
Zustande diskret, dann sind die F' Polynome. Ist es k',
wihrend k kontinuierlich ist, dann bleibt in (25¢) nur das
zweite F' stehen (wegen 1/ I’(— n) = 0); sind beide diskret
und n —n’ =0, so gilt dasselbe und (25¢) reduziert sich auf

0,0 4 n (eh?n! I p—
@254) {Je ) = GmrgFmr
) F(=nyo+1l4n,n—n"41,u%, n=n

Daraus folgt insbesondere fiir n =n’

' 0,0 _ @hm
(2be) - J(Q (n,n)_m.

~ §5. Die polaren ]ﬁa.trizen

Um C7 ' zu berechnen, brauchen wir zuniichst nach (18)

J(ll Tp(@,m)). Nach (7) ist_ wegen I'=1—1
_ Bl4+14n)=K@+n)=—
und somit gilt fir die fa;-1 (ﬁr) =k +n) [vel. (227]
Bria(®m) — faia(v)=—Fk, fara(m, +1)—f2a(n)=0,
Bar—1 (M, + 2) — fai1(m,)) =—k.

Daher nach (23)

J(1 o (m,n))=— J(D’O) (n n/), J(lZ 1(n +1,7/) =0,

= 21-1
Jy .+ 2,n) = k’ -5 . (Ol_l .+ 2, n,

und nach (20), wenn man nach (24) 4/(k'% — k%) = v?/u einsetat,

6 { T4,y ) = 21(20 + 1)1—
: (Jg)l 0)1 r7 r J(201 0)1 (nr + 27 Inr’)) *

Ferner wird der Normierungsfaktor fiir das diskrete Spek-
frum wegen A

i e (Berna () — Barsr () = 20 + 1 4 n)
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nach (18", (28) und (25e€)

(N—-Z(nr’l): Z+1+nr J(O 0)1( )

4% 21+
(@l+1)2n!(+1+mn,)
(26) 3 T T L@lrLen) B
(@l+D)P@e—1-Dinta®
( = Lo+t :
mit Binfithrung der Hauptquantenzahl # =1 414 n_ und Be-

nutzung der Balmerformel k = %; .

Der Normierungsfaktor fiir das kontinuierliche Spektrum
ist wegen

frie1(m) = farya(n,)) =— und
wa=o, e=2141 = § X, 1) (na.ch (21) und (8))
29:
@i+ Dle 2%@ l/ cos(ﬂ_l_go)
‘r z +1+ _) I

asymptotisch nach (8'), wo ¢ fiir r > oo gegen %1 verschwindet,
nach (15”), (18", (23) .

[--]

21+ DI)2e e ;
N—2%n 1l = @1+ ))?_ 5 21 S0P g
’ lf(z+1+1“~) 245 [ a
aa

26") : @1t e T eatn
+DHHY2e #?xaCGin—
- 2}{2”2]—_1—[(824-;“;“ (8 =@ —xR),
da. = “
I’l-[—li—f'—):(li%)(l—l—l——%) r(+%),

r(“—"“. 1“(- -ﬁ) = q;a;ar(%) 1*(1—-;;)

nira _  wxa und fsma;d
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Die normierten Eigenfunktionen sind also nach (8)

° _ 1\%: 2 (n+l)!
unl(")"(i) w2l + DY m—1—1t
T 9r\L AN
e na(ﬁ)p(_(n_z_1),2l+2, m)’
l
27) .(sz+_1;_)
U, (7‘)—1/2—" —1-—62:“ g (”.“)2
21N T a @I+D! Sin -
xa
.eixr(zxrr)lF(l_{_]_—%, 21+ 2, ~—-2'ix’r).

Fiar 0:::11_1 erhilt man nach (18), (26) [wenn man darin
(25) bzw. (2bb) eintriigt] und (26) bzw. (26”) beim Sprung
diskret—diskret

(ol (=D™a [+ DT + 1= 1)
2L T el V=1 =)@ — D!
, ( dnn’ )z+1 ('n—’n’)"'l"n'
) n— Z:n, n+n
7 (= = 2 — )
—n \2 , 4nn .
- GERE (e e -

diskret-kontinuierlich

ot o =E W+l-1! i
nS,t—=1 = o 7 _
. 8x@1—1)! ' — ! Gin "
za
(28’) %(%—Zarctg%‘,—) Ak« \+1 o,
"¢ )

.{F(Z-{-l—%, —n/, 21, 1— )

_uzzr(z_ 11, —n, 2l 1_%)},

wo

. »®
w = e2z arctg ?—-

Dies ist reell auf Grund von (25a)
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kontinuierlich—kontinuierlich

( ’ . { -1
1 , 1
. l/g (32 +———-—(na)2)8]’;[1(32+——(n,a)1)
Ontyim1= Bxx 21—1)! x
- “a
(28 ..eé%i%—%i( b Just | 2= =
(x+ )2 n4u
i i dust
A+ 1455 750 2 o)
%4 o 1 dxz
~GE) P-4 b 2l )

Dies ist reell auf Grund von

Fle,fr,@) =1 —a)yr—FF(y —eay — By 7, %),
was durch zweimalige Anwendung von (25a) folgt.
‘Die Summation tiber alle m gibt

oy lm 2 ( n 1 2
2 , mnr', —1,m =1 G'n:’, i—1

zyzm’

und die absolute Intensitiit der Emission ergibt sich hieraus

durch Multiplikation mit %—z; (2m )%, wenn » die Frequenz ist.

§ 6. Die parabolischen Ma.trizen
Zur Berechnung der z-Matrix brauchen wir nach (19)
S J(i(:;l)(nn’) und J(1 [ (1),
die sich gemiB (20) und (23) auf JO. 0 reduzieren: .

I D) = L (IO ) = T2, 041, ),

Jﬁ;&j[.) (’)’L-, ’I’L’) (7(:-4 | TZ L)k (( ﬂ |m|—1 (In') m(’,l‘?‘l (n ) ) Jﬁ" (l))—‘l (’I’L, ’I’L)

(ﬂ[ml 1'""!‘1 ﬁm[ (v )Jﬁ,,?)_d’”"l‘l:”l))-
Daher ergibt sich fir
{J(l 1) (n17 nl’) l (n27 2 + } b

Jm]
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weil nach (9)

k@, +ny, +|m|+1) = @ +n + i'm,[)"= %

und somit fiir die ﬁ[m};i(%) = k,(l_’;”]_ + n) gilt:
ﬁ:m{—-l(nl) - ﬂlm(—i('n’l’)'l' c=—k,
ﬂlm’,—l('nq) - ﬁ;m;_l(%ﬂ—{- ﬂ[m[—l(n:g'l'l) —ﬂgm[_l("-z') _
ﬂlml—l(’"’lﬂ- 1) - ﬁ{m[—l(’”!l’) + ﬂlvn{-—-l(nz) —_ ﬁl"ﬂ']—l(ﬂ'zl) =0,
Blo 1+ D =By )+ - =k,

- wenn man nach (24) 4/(k"?—k?) = v2[u einsetzt:
{J([lqﬁ) (ny5,75) Jﬁ;l() (g, 15) + - }
- (29 — mo ( ©,0)

0,0)
= urk J[':n[—l(nl’nl,)J}m} _1(3375)

fm{—
Zur Berechnung der z-Matrix brauchen wir nach (19

)
J“’ 2 (n,n), das sich gemaf (23)-auf J®9 reduziert! '+ Daher
erg1bt sich fir

- J° ‘;>_;(7L1+ 1,nl’)J(° O, +1n ))

{ }2,,,?)(”17711')% )(nzy'"'z }1
weil fiir die fjn @) = (_llnlzil_ +'n) gilt
(ﬂlml(n’l)/_ ﬂlM(’”’lr))z‘_ =0,
Bimi () — Bimi () — + = E(n, —mg) — B (1, —0,)

wenn man % und v einfithrt,

(AT o) I ) = -}

. v? ’ 2 2
@29) = 2oy =)+ ) — oy —mp) (1 — )
'J(O’O)('nu 1) J(O 0)(”2:"”2)’}‘2%1 uJ(O O)('"'U n,'—1)
J&?’(nz,nz') 2m, uJ(o 0)(n ny'—1)J 0)( n, }

21°°2

Ferner wird der Normlelungsfaktor fiir das dlskrete Spek-
trum Wegen

4 2 (im|+1 |
lim 5 =77 (Brm ) — B, "“)=L( 2 +'”')

Annalen der Physik. 5. Folge. 2.

70
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nach (19’), (23,) und (256)

- 1
N2 (ny,m,) =5z (Im]+ 1 +n, +n)
* L eI
(mi)in,ln,! 1
. 2“(1m1+ﬂ1)'(!m|+n2)v L2xm|+4 ,

untel Benutzung der Balmerformel (9). : .
Der Norlmerungsfaktor fur das kontinuierliche Spektrum
ist, wegen :

Bim 10+ Bim1 (1) = a0 n+mlmn—%
und
w,,_o,g_‘,,,, = A,L m(/'L) [nach (21) und (105]
[ 2[ml'e (2"“—) 1
(31) o If Imi+1 “(2 ﬂ;;)} s [n]¥1
cos(”; + (2 — i(,) Inxd, — M_L_ﬂ”)

asymptotisch nach (10", wo nach (11) das obere Vorzeichen
fiir ¢ =1, das untere fiir' ¢ =2 gilt, nach (19") und (28,), wenn

J(O 0)( n ’) das bis R, genommene Integral bezemhnet

_ (im |) e Qua .
.Nmz(’nl,’nz)—- kvi,m1+1 «R_w R"_ f]dxdg

Adx AL

sin R
2 17 0,0
{ T A —x [I’ [ J'm; (’"’27’”’2’)"]‘ }r

n—-u

wo mit-1 und 2 auch 4 ¢ und —¢ zu” vertauschen ist

[13_, steht fiir 1*(“”'2“ il ;))].
Die Ausfﬁhljungi der Integration gaéh # gibt

2 = %xa x& '
simiipe 7 { “_ lim J}f;?)(nl,'rtl’)dé:ﬁ—g.}

MESES | B=wy
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Wiederum nach (23,) und (81) ist, da nach (11)
By — B = —¢) x(firx=x"),

_:z(%‘—“-+§') ® .
lim J‘O’O)(n n,1dg = 2(Imit)e - Sy
1 EI’+P"Lm +1 @

w=x' AL
(1 )
-l +¢ .
. 2 (lm|h2e N7*2 et g
= oIS (x=( fg,)lanl).
Mithin
. A -2, 4n2(lm[!)*e_ﬁ
(52 ' Nm (nyny) = 111+12[1w_!2x2“m{+2
mit
“ .
=[] (6—3)+ () : )
s=1 B Co3 g (—2-"7 + C)
wenn |m| =2
82) o e
“ 1 (2?0, :I:C)
=H(82+(2uai§>2)' 1 ’
= R A Ginn(g'?:a:bé)
wenn [m|=2p+ 1.

Die normierten Eigenfunktionen sind also nach (10)
rA ( n,) _1_)3,2___1__
1% = ) wEmD®
Ltls il
. ‘ﬂ[m} + n)! [m| 4 ny)! e—k—z—.(}cz i, 12)3—

1
e 7!

cF(—ny,im|+ 1L,EA)F(—ny, [m|+1,E 1),
“®

23 .Am(:’ﬂ»l,nz) =5 W r ( jn]+1 41 (zxa +§))
( i . Agtde Tm}
(]m;-{-l +1 (Zxa —-é“)) !e R (2 Ay lz)_z—-

lmi+1——3— '
F(_——"—“—_zg, |mi+1, —m)

23
e 2xa

2

lm[+1—£{—l— i )
Pl il [m| 41, —ink).
70*
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Fiar die Matrizen der Starkeffektkomponenten gilt nach
(19), (29), (29) [wenn man darin (25).eintrigt] und (80), zur
Abkiirzung
n_1__ M i dnn
z'p‘h(,n'i’ni) - 1 (@ + 1) (n_n')z

+ n:(; — 1) - 0/ W — 1) ( dnn’ )2

@+ 1)@+ 22! (n —n"?
und |m| = p gesetzt,

y Mo M — (__ 1)1:,1' 4 ny” a
nmfm—1 " : H@-11) ,
. I/(m Tl e+ o/ +u—Diny +p—1)! [ dnn’ \u+t (n—n' nt-nt
nt o m,! n'! ny! n—n)? w4

: {lyﬂ—l(nunll) l'p.ﬂ—l nz:'”’zr)

...______— \? 2 1 » :
o (n-x-::’) Pum1(y+1,m)) qfﬂ—l(’”’g‘i_l,ﬂzr)} s

(34)
. Ny MM ’ - a
1zu}m’m= (=1 e
Ly /Ot g ) (0 ) (e +)! dnn’ \e+2(n—n'\nien"
n! T my! n'! n,'! n—n)? n

, 2452 dnw -\ ,
-l —ny) 2 — (g — ) % L, (my,m) ¥, (05,7,
(n+n) (mn+n)

-2 (7"1, lp‘” ("7’1:"7'1,_ 1) lp‘# ('”’27'"’2,)_7"2' lp’y (’”’27”2”"‘, 1) qf_u (npnl')) }' .

Die mit (34) bei natiirlicher Anregung berechneten Inten-
sititen der Starkeffektkomponenten stimmen mit den von
Schrodinger?) angegebenen Zahlen iiberein.

Hamburg, Physikalisches Staatsinstitut.

\

1) E. Schridinger, Ann. d; Phys. 80. S. 437. 1926; W. Gordon
und R. Minkowski, Naturw. 17. S. 368. 1929.

(Eingegangen 6. August 1929)



